Esercizi Mar. 11 /3

1. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

¢:§+ﬂ
z(2) =2

2. Risolvere il seguente problema di Cauchy:

T—6r+8=0
z(0)=0
z(0) = —2

3. Risolvere il seguente problema di Cauchy:
T+2r+2x=0
z(0) =1
#(0) =0
4. Trovare la soluzione generica della seguente equazione differenziale:
i — 61 +8=(t+1)e*
5. Trovare la soluzione generica della seguente equazione differenziale:

¥+ 2i 4 2x = e 'sint.

6. Trovare la soluzione generica della seguente equazione differenziale:

bG8 — 24e* t >0
TTOTTO= N 9468t 1 <0
SOLUZIONI

1. Moltiplicando ambo i mebri dell’equazione per t si ottiene:
ti =z + 3

da cui:
ti —x =1t



da cui: )
tr —x

2

Adesso notiamo che il membro sinistro dell’equazione non e altro che
x

o)

——, da cui:

ot

da cui si ricava:

z 1,

—=—t"+c
2

da cui: ]
ﬂﬂ:§ﬁ+m

Imponendo la condizione iniziale si ottiene:

2=x(2)=4+2c

da cui si ricava ¢ = —1. La soluzione del problema di Cauchy e dunque:
1
t) = —t> —t.
o(t) = 5

. Ponendo y = 7 '’equazione diventa:

y — 6y =—8. (1)

Derivando si ottiene:
j— 6= 0

che ha soluzione generica ¢ = Ce%, da cui:
1
= —Ce% +c.
Y76
Sostituendo questa espressione nell’equazione (1) si ottiene:

1
Ceb — 6(6066t +c)=-8

4
da cui si ricava —6¢c = —8 e quindi ¢ = 3 Risostituendo & a y si
ottiene:

1 4
':_Cﬁt -
T 6 e +3



da cui

1 4
x(t) = %Ceﬁt + gt + cp.

Si guardi la soluzione dell’esercizio 4 per vedere come si poteva arrivare
a questo risultato usando un altro metodo.

Procediamo adesso imponendo le condizioni iniziali, ottenendo:

1
0:$(0> = —C+CQ
36
2= #(0) = ~C +
— = — — —
6 3
oo b} . .
da cui si ricava: C' = —20 e ¢y = 9 La soluzione del problema di
Cauchy e dunque:
z(t) = —§66t + ét + >
9 379
. I polinomio associato all’equazione & A2 4+ 2\ + 2, che ha radici \; =
—1 —i e Ay = —1 4. La soluzione generica dell’equazione ¢ quindi:

#(t) = AN + B — Ae 4 BemtHt
da cui
i(t) = MAeM + \yBeM = (=1 — i) Ae™ " 4 (=1 + i) Be .
Imponendo le condizioni iniziali si ottiene:

1=2(0)=A+B 0=%(0)=A(-1—1i)+ B(—-1+1)

1
da cui si ricava A = 5(1 +i)e B = 5(1 — 7). La soluzione del problema
di Cahuchy e dunque:

1 ‘ 4
x(t) = 5((1 +i)e "+ (1 —i)e ") = e *(cost +sint).

. Moltiplicando ambo i membro dell’equazione per il fattore integrante
e~ % si ottiene:

e 0% — 6e %p = —8e O 4 (t + 1)e ™.

Adesso notiamo che il membro sinistro dell’equazione non ¢ altro che
la derivata di #e~%, integrando si ottiene:
e 4 e 1

5
ze O = §€_ Zt€_4t — 1—66_4t +C



da cui

4 1 5
T = g — ZtGQt — 1—662t + Ce6t
da cui 4 ] ] . 1
— _t_ _t 2t _ 2t o 2t _C 6t C .
T 5 3 e +166 326 +6 e+ 01

La soluzione generica dell’equazione differenziale ¢ dunque:

4 1, 3. 1
t)=—t—e(zt+-—=)+=Ce® +C
z(t) 3 e(8+32)+6e+1

. Siccome 'equazione e lineare, possiamo imporre che le soluzioni siano
del tipo

w(t) = e "y(t) (2)
in modo da semplificare il fattore e~ del termine noto. Usando la (2)
sl ricava:

= —ely+ely i =ely—2e Y+ e

Sostituendo tali espressioni nell’equazione di partenza, si ottiene:
ety —2e e+ 2(—e Ty +ey) + 2e 'y = e Tsint

da cui, semplificando e,

§ 4+ y = sint. (3)

Un sistema fondamentale di soluzioni per I'equazione omogena é:
cost sint

quindi, una volta trovata una soluzione particolare z(t) dell’equazione
non omogenea, la soluzione generica sara del tipo

y(t) = Asint + Bcost + z(t).

Procuriamoci adesso una soluzione z dell’equazione non omogenea. La
cerchiamo della forma

2(t) = a(t) sint + B(t) cost.
Sostituendo tale espressione nell’equazione si ottiene:

c'isint—i—ﬁcost—i—Qdcost— 2ﬁsint = sint.

4



Andiamo quindi a risolvere il sistema:

B+24=0
a—20=1
Una soluzione di tale sistema ¢ data da:
1
alt)=0 Bl =5t

Da cui si ricava che ]
2(t) = —§t cost

¢ una soluzione particoalre di (3), che avra quindi come soluzione
generica:

1
y(t) = Asint + Bcost — étcost

quindi la soluzione generica dell’equazione di partenza sara
1
x(t) = e 'y(t) = e *(Asint + Bcost — 575 cost)

. Come abbiamo fatto nell’esercizio 4, si moltiplica tutta 1’equazione per
e 5 ottentendo

(o6t 4t g
(te™"") _ge bt { 24e t>0

ot o 24e%  t<0
da cui A ”
_ _ —6e ™ 4+¢c; t>0
6t _ % 6t 1 t 2>
re T =3¢ +{ 12¢% ¢, <0
da cui
4 4 N —6e% + e >0
3 12e8 + c0e <0
da cui

4 { —3e?t + %cleﬁt +c3 t>0

reght B8t flepe® +ey <0

Siccome ’equazione ¢ del secondo ordine, siamo interessati alle soluzioni
di classe almeno C%. Se vogliamo che x(t) sia continua anche in 0
dobbiamo imporre:

34 Lot S
— —ci+c3=—-+—-co+c
61 3 9 62 4



da cui
s =)+
c3—cs=—(ca—c —.
s a=¢lea—a)ty
Se vogliamo che in oltre anche la derivata prima di x(t) sia continua in
0 dobbiamo imporre:

—6+c =12+ ¢

da cui

cy—c1 = —18 da cui C3 —Cq =

N | —

—~

Se vogliamo imporre che anche la derivata seconda di z(t) sia continua

in 0, dobbiamo imporre:
—12 4 6¢; = 96 + 6¢2

da cui
Cy — C1 = —18

che e la stessa condizione trovata poco sopra. Quindi la generica
soluzione di classe C? dell’equazione di partenza é:

4
r= -1+

{ —3e? + %616& +c3 t>0
3

3e8 + 2(c1 — 18)e% + (e3—3) t <0



